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筆者は 2015年より県内高校生に向け，高大接続授業「ハイレベル数学講座：数学で解く物理の世界」を開講している．講座の
目的は「数学を使えば覚えるべき物理公式は数個に減る」ということを高校生に理解してもらい，物理学の単純さと自然の美し
さを知ってもらうことである．前編（宮本，2021）では上記の目的を達成する意義と具体的な方法——高校数学の知識のみを用
いてニュートンの運動方程式を微分方程式として捉える方法——について考察した．後編にあたる本稿では，力学以外の分野に
おける運動方程式や，次元解析の考え方を教育する方法について紹介する．

キーワード： 県内高校，高大接続，物理，数学，微分方程式，次元解析

はじめに

「大学に行くと生物は化学に，化学は物理に，物理は数
学に，数学は哲学になる．」
これは，高校と大学における学問のギャップについて，理
系大学生が口にするジョークである．これを聞いて「聞き
捨てならない」と驚いたり悲しんだりする専門家もいるよ
うだが，冷静になって何故そう言われるのか少し考えてみ
る．ただしここでは物理と数学の関係に的を絞る．
もちろん，大学に行っても物理は物理で，数学は数学で
ある．例えば，物理学における理論は数学的にどれほど美
しかったとしても，実験・観測に矛盾するものは排除され
る．逆に，数学の理論は「数学的に面白ければアリ」なの
であって，対応する自然現象がこの世に存在するか否かは
大きな問題ではない（この点と極度の抽象化が「数学は哲
学に」と言われる所以であろう）．これらの視点は物理と
数学を明確に分けている．
しかし，「物理は数学に」は全くの嘘かと問われたら，半
分は正しいと言ってもよい気がする．もし言い換えが許さ
れるならば
「物理と数学は本来切っても切れない密接な関係にある
が，高校ではその関係は隠されている必要がある．大学で
はその必要がなくなる．」
と言ったところである．
微分積分は，物体の運動を記述するために開発された言
語である（Chandrasekhar，1998）．物理の基本法則は微分
方程式で表現され，それを積分してその他の法則や現象が
導かれるのである．しかし，高校物理では大人の事情（カリ
キュラム上や入試制度上の制約・配慮）から，物理では微分
積分を使ってはならないことになっている（國友，2012）．

したがって，少数の基本法則から全てが導かれる様を見る
ことができないので，図やグラフを使ってどうにかこうに
か公式群を理解して（した気になって），その後はそれら
を忘れないよう可能な限り多くの問題を解き，記憶のメイ
ンテナンスをすることになる．
一方，大学に入れば不自然な「R-18指定」が取っ払われ

るので，物理学は少数の基本法則から全ての公式・自然現
象を説明する（還元主義に基づく学問）という本来の姿を
現す．必然的に物理の授業は数式で溢れかえり，「物理は数
学になってしまった」と嘆く学生と，「大人の物理」に魅了
される学生に二分されていく．
かと言って，高大のギャップを無くすことはほぼ不可能と

言ってよいだろう．物事には順序があり，初めから微分積
分を用いた物理学を学ぶのは現実的ではない．問題は，そ
のギャップを埋める作業を「必ずやる」ということと，「い
つ，どこで，誰が」やるかということである．一つの理想
は「大学入学後に微分方程式についてある程度学び，その
知識を携えて力学を学び直す」というものである 1．
現実的には幾つかの理由からそう上手くはいかない．一

つの大きな理由は，大学におけるカリキュラムの都合上，
微分方程式を学ぶのが力学の後になることが多いことであ
る．他の理由としては，教える者の問題がある．理工系研
究者ともなれば「運動方程式が微分方程式である」などと
いうことは当然過ぎて，遙か昔にそれを知ったときの感動
を若者に伝えようとはしない．
そのようなことを考えている筆者に，県内の優秀な学生

に向けて数学や物理の授業をしてみないかという企画が舞
い込んできた．そこで，長年温めてきた微分方程式をテー
マにした高大接続授業の理想を具現化したのが「ハイレベ
ル数学講座：数学で解く物理の世界」である．
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電子機器の小型軽量化，高性能化，高信頼化を推

進する有力な実装技術として，プリント配線板内部

に電子部品（受動部品，能動部品，モジュール，MEMS

等）を埋め込み実装する部品内蔵基板が注目されて

いる．部品内蔵基板をフレキシブルデバイスに適用

する場合，繰り返しの引張・曲げ・ねじり変形によ

りフレキシブル配線板の接着層が剥離し，内蔵部品

が動作不良を起こすリスクが高い．すなわち，部品

内蔵フレキシブル基板の寿命や安定性は実装技術の

信頼性に大きく依存される．

実装された電子部品の健全性を監視し，パッケー

ジの破損を早期に発見することを目的として，高分

子感湿材料を用いた湿度センサによるパッケージ内

部の湿度モニタリング技術が提案され，これまでに

吸湿性のポリイミド（PI）薄膜を用いた湿度センサ

が開発されている．しかし，PI 薄膜を用いた抵抗型

湿度センサは，湿度変化とともに電気抵抗が指数関

数的に変化するため，相対湿度 30%以下において湿

度検出ができない．PI 薄膜にカーボンナノチューブ

（CNT）を複合化することで，薄膜の抵抗が低下し，

線形性が向上する研究例が報告されているものの，

CNT は凝集性が非常に強く，樹脂中へのナノスケー

ル分散は困難であり，高濃度の CNT を複合化した

PI 薄膜を製造することは技術的ハードルが高い．

本研究室では，レジンボンド砥石の強度，耐熱性

等を改善した高性能砥石を開発するため，PI 樹脂中

へ高濃度かつ良分散状態の CNT を均一分散する技

術を確立した（鈴木ら，2019，佐々木ら，2020）．こ

の技術は PI の前駆体であるポリアミック酸（PAA）

を CNT に被覆した PAA 被覆 CNT 粒子を用い，反応

成形法によって砥石を作製する技術である．本稿で

は，PAA 被覆 CNT 粒子の製造技術を援用して超高

濃度の CNT 複合 PI 薄膜を作製し，独自開発した薄

膜引張試験装置を用いて機械的特性を評価した．

近年，部品内蔵フレキシブル基板用の湿度モニタリング技術が提案されている．本研究では，高信頼性を有する湿度センサの素材開

発を行うため，ポリイミド（PI）の前駆体であるポリアミック酸（PAA）をカーボンナノチューブ（CNT）に被覆した PAA 被覆 CNT

粒子の製造技術を援用して高濃度 CNT 複合 PI 薄膜を作製し，その機械的特性を評価した．具体的には，PAA 被覆 CNT 粒子を溶媒

中に分散した PAA/CNT 分散液を作製し，スピンコート法で成膜した後に溶媒を揮発させることで薄膜化し，高濃度 CNT 複合 PI 薄

膜を作製した．さらに，CNT 複合 PI 薄膜の引張試験を行い，機械的特性と CNT 濃度との関係を評価した．引張試験の結果，CNT

濃度が 0〜20 wt%の試験片において延性領域を維持する結果となった．これは，本研究で作製した CNT 複合 PI 薄膜が良分散状態で

あることを示唆している．CNT 濃度の増加とともにヤング率が向上した一方，0.2%耐力は減少した．これらの結果は，強化材料で

ある CNT と母材である PI 間のマトリックス界面の密着性に起因するものと考えられる．
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本稿とその前編（宮本，2021）では，受講生への配付資
料に大幅に手を加えることで，ハイレベル数学講座で私が
考える高校物理と大学物理のギャップを埋める方法を明ら
かにしている．これらを高大接続授業や教養物理・教養数
学の授業で実際に教材として用いて頂き，地域の基礎学力
向上へ役立てて頂くと同時に，フィードバックを頂くこと
で内容をより充実したものにするのが狙いである．
筆者は，ハイレベル数学講座や大学における物理・数学
の講義において，可能な限り次元解析に関する解説をして
いる．次元解析は，高校 1年生程度の数学（指数法則）し
か使わないが，それを身につけるだけで飛躍的に数理的セ
ンスが向上するという魔法のような側面を持っている（青
野，1982）．
しかし，高校生で次元解析を（とは言わないまでもそれ
に近い考え方さえも）身につけている者は皆無に等しい．
一方，大学に入学すると「勉強する過程で自然に身につけ
るもの」として，大して説明もなく使われる．それを正規
の授業で学習するのは，物理学・流体工学・機械工学など
一部の学問を専攻する者だけのようである．
したがって，次元解析も高大接続授業に最適なテーマで
ある．本稿では，次元解析を高校生に教える具体的な方法
と，次元解析を通してよりアドバンスな内容（量子力学や
一般相対論）にも触れ，大学物理への興味を促進する方法
も紹介している．

運動方程式の役割

力学における運動方程式の役割
ここでは前編（宮本，2021）を振り返っておく．
高校物理で学習するニュートンの運動方程式（質量×加
速度 =外力）は，数学的には微分方程式

mẍ(t) = F (1)

である．
代表的な場合として，等加速度運動（F =一定），速度
に比例する摩擦力（F = −kẋ），単振動（F = −kx）など
が考えられるが，それらを (1)の右辺に代入し，微分方程
式を解けば，時間の関数として位置 x = x(t)が求められる．
また，高校物理では運動方程式とは独立に種々の保存則
が成立しているような印象を受けるが，実は全ての保存則
は運動方程式を積分することで導かれる．
このように，運動方程式を微分方程式と捉え，積分の知
識を用いると，運動方程式から全ての現象や法則が導かれ
るという物理学の単純さと，自然の美しさを知ることがで
きる（図 1）．
この力学の構造は物理学における還元主義の源であり，
その他すべての物理分野の模範になっている．そのことを
高校生に理解してもらうため，講座の終盤では力学以外の
分野における運動方程式を紹介している．もちろん，全て
の意味を理解してもらうことは出来ないが，物理学が徹底

した還元主義のもと営まれる学問であり，それが通用する
ほど自然は美しいことを知ってもらうことが狙いである．

いろいろな運動方程式
【力学】
古典力学（classical mechanics）2におけるニュートンの運
動方程式は，質点の位置ベクトルをx(t) = (x(t), y(t), z(t))

として

m
d2x

dt2
= F (x(t), t) (2)

のように，本来はベクトル形式で与えられる 3．
【電磁気学】
電磁気学（electromagnetism）における運動方程式はマ
クスウェル方程式と呼ばれ，ガウスの法則 (3)，電磁誘導の
法則 (4)，磁束密度の沸き出しなしの法則 (5)，マクスウェ
ル・アンペールの法則 (6)と呼ばれる 4つの微分方程式か
ら構成されている（小宮山ら，2015）．

∇ ·E =
1

ε0
ρ (3)

∇×E = −∂B

∂t
(4)

∇ ·B = 0 (5)

∇×B = µ0

(
j + ε0

∂E

∂t

)
(6)

これらは，与えられた電荷分布 ρ(x, t) と電流密度分布
j(x, t) に対して，電場 E(x, t) と磁束密度 B(x, t) を決
定するための方程式である． ∂

∂t は時間微分を表し，∇ =(
∂
∂x ,

∂
∂y ,

∂
∂z

)
は空間微分を表すベクトルである．また，

a = (ax, ay, az), b = (bx, by, bw) を 2 つのベクトルとし
て，a · b = axbx + ayby + azbz は内積，a × b = (aybz −
azby, azbx−axbz, axby −aybx)は外積と呼ばれる積である．
ε0, µ0 はそれぞれ真空の誘電率，真空の透磁率と呼ばれる
定数である．
マクスウェル方程式のような 2 つ以上の変数による微
分を含む微分方程式は偏微分方程式（partial differential

equation）と呼ばれる．それに対して，ニュートンの運動
方程式 (2)のような 1変数による微分だけを含むものを常
微分方程式と呼び区別する．
【熱力学】
熱力学（thermodynamics）においては，エネルギー収支
を表す熱力学第 1法則（原島，1978）

TdS = dE + PdV (7)

が基本的な役割を果たす．ここで，T, S,E, P, V はそれぞ
れ温度，エントロピー，内部エネルギー，圧力，体積であ
る．dX は熱力学量X の微少量を表す．
【流体力学】
液体や気体の運動を記述するのが流体力学（fluid me-

chanics）である．流体の運動方程式は，ナヴィエ・ストー
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図 1: 宮本（2021）より再掲．運動方程式（mẍ(t) = F）を積分することで，速度 v(t) = ẋ(t)や位置 x(t)が時間の関
数としてわかる．また，運動方程式を積分することで，運動量とエネルギーに関する保存則が導かれる．

クス方程式（巽，1995）と呼ばれ，流体の速度 v(x, t)に対
する偏微分方程式である．

ρ

(
∂

∂t
+ v · ∇

)
v = −∇P + η(∇ · ∇)v (8)

ここで，ρ, P (x, t), ηはそれぞれ流体の密度，圧力，粘性率
である．ナヴィエ・ストークス方程式も偏微分方程式であ
るが，解くことが難しいため，一般的な条件の下で解の存
在と滑らかさを証明することは，クレイ数学研究所におけ
るミレニアム懸賞問題（賞金 100万ドル）になっている 4．
【量子力学】
原子レベルのミクロな世界は量子力学（quantum me-

chanics）で記述される（砂川，1991）．量子力学における
運動方程式は，ニュートンの運動方程式 (2)ではなくシュ
レディンガー方程式 (9)となる．

iℏ
∂ψ

∂t
=

(
− ℏ2

2m
∇ · ∇+ U(x, t)

)
ψ (9)

ここで，i =
√
−1, ℏ = h

2π（hはプランク定数）である．
シュレディンガー方程式は，質量が m の粒子が，ポテン
シャル U(x, t)中に放たれたとき，その粒子がいつどこに
どのような確率で存在するのかを教えてくれる偏微分方程
式であり，複素数値をとる波動関数 ψ(x, t)の絶対値の 2乗
|ψ(x, t)|2 が粒子の確率密度（単位体積当たりの存在確率）
を表している．
【一般相対論】
ニュートン力学も重力を記述できるが，強い重力の記述
には一般相対論が必要である（内山，1977；佐々木，1996）．

一般相対論によれば，重力は時空（時間と空間）の歪みで
ある．したがって，一般相対論における運動方程式である
アインシュタイン方程式 (10)は時空の運動方程式というこ
とになる．

Gµν =
8πG

c4
Tµν (10)

アインシュタイン・テンソルGµν は時空の曲率，エネル
ギー・運動量テンソル Tµν は時空に存在する物質のエネル
ギー分布を表している．アインシュタイン方程式を解くこ
とで，宇宙は膨張していること，重たい星はやがてブラッ
クホールになること，天体どうしの衝突で重力波が発生す
ることなどがわかる．アインシュタイン方程式 (10) はナ
ヴィエ・ストークス方程式 (8)より遙かに解くのが難しい
ため，懸賞問題にさえなっていない．
アインシュタイン方程式は偏微分方程式であるが，時空

に高い対称性がある場合には常微分方程式になることもあ
る．そのような例として，宇宙全体のダイナミクスを考え
てみる．
宇宙空間に x, y, z座標を張る．点 (x, y, z)とそこから少

し離れた点 (x+ dx, y+ dy, z+ dz)の間の物理的距離 dsは

ds = a(t)
√
dx2 + dy2 + dz2 (11)

で与えられることが知られている．tは宇宙が始まってか
らの時間であり，a(t)が宇宙の大きさを決める時間の関数
である．一般相対論（佐々木，1996）によれば，a(t)の運
動方程式は次のようになる

ä

a
= −4πG

3c2
(ρ(t) + 3P (t)) (12)
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ここで，ρ(t), P (t)は宇宙空間を満たす物質のエネルギー密
度と圧力である．この運動方程式を解くと宇宙の大きさの
時間発展を知ることができる．
もしも ρ, P が一定ならば，この運動方程式は単振り子の

運動方程式 ẍ = −ω2xと同型（宮本，2020）であり，a(0) =
0, ȧ(0) ̸= 0とすれば，sinωt型の解になることが解る．た
だし，実際には時間と共に ρと P が減少するため，次第に
膨張速度は弱まるものの収縮には転じない．

次元解析

次元とは
全ての物理量には，大きさ（magnitude）と次元（dimen-

sion）という 2つの特性が備わっている．例えば，棒の長
さとして ℓ1 = 1mと ℓ2 = 2mを考える．ℓ2 の大きさは ℓ1

の大きさの 2倍（ℓ2 = 2ℓ1）であるが，どちらも長さであ
ることに違いはない．このことを「ℓ1, ℓ2 は長さの次元 L

をもつ」といい

[ℓ1] = [ℓ2] = L (13)

と表す．つまり，[X]は物理量X から大きさの情報を消去
し，次元の情報だけを取り出す記号である．
力学に現れる殆どの物理量の次元は，質量（mass）の次
元M，長さ（length）の次元 L，時間（time）の次元 T の
組合せで構成される．例えば，エネルギーは運動エネルギー
の例からわかるように

[エネルギー] =

[
1

2
mv2

]
= ML2T−2 (14)

という次元を持つ．
このように，物理量の次元を計算したり，次元をもとに式
や現象を考察することを次元解析（dimensional analysis）
という．次元解析を身につけると次のようなメリットがある．

(a) 計算間違いを減らせる．
(b) 計算せずに答えを予想できる．

次のような例題を考えると面白い．

例題 3.1

gは重力加速度（[g] = LT−2）とする．長さ ℓの単振り子
の周期として正しいものは次のうちどれか．

(ア) 2π ℓ
g

(イ) 2π
√

ℓ
g

(ウ) 2π g
ℓ

(エ) 2π
√

g
ℓ

【解答】
問題を解かなくても（公式を忘れても），時間の次元を
もつ物理量は（イ）しかないので，答えは（イ）である．�

主な物理量の次元
力学に現れる物理量の次元を求めておく．基本となるの

は次の 3つの次元である．

M = [質量], L = [長さ], T = [時間] (15)

力学に現れる他の物理量の次元はこの 3つの次元の組合
せで表すことができる．

[速度] =

[
dx

dt

]
=

L

T
= LT−1 (16)

[加速度] =

[
d2x

dt2

]
=

L

T 2
= LT−2 (17)

微分は割り算になっていることに気を付ける．力の次元は
運動方程式からわかる．

[力] = [ma] = MLT−2 (18)

物理量の次元を覚える必要はないが，どのような関係式を
用いれば各々の物理量の次元を求められるかを覚えておく
とよい．
運動量の次元は定義から得られる．

[運動量] = [mv] = MLT−1 (19)

エネルギーは形態を変えて物理のあちこちに現れるが，
運動エネルギーを例に考えれば

[エネルギー] =

[
1

2
mv2

]

= [m][v2] = ML2T−2 (20)

仕事は（力 ×変位）だが，エネルギーと同じ次元をもつ．

[仕事] =

[∫
Fdx

]

= [F ][x] = ML2T−2 (21)

角度は無次元である．何故なら，半径が r，弧長が ℓの
扇形の中心角 θを考えれば

[角度 θ] =

[
ℓ

r

]
=

L

L
= 1 (22)

よって，角速度は時間の逆数の次元をもつ．

[角速度 ω] =

[
dθ

dt

]
=

1

T
= T−1 (23)

他の物理量については表 1を参照されたい．
次元解析の主な活用法として，「計算チェック」と「答え

の予想」がある．それらについて順に見ていく．いずれの
場合についても，守るべきは次の鉄則である．

(a) 1つの式の全ての項は同じ次元をもつ．
(b) 三角関数や指数関数の引数（sinx, ex の x）は無次元
である．
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表 1: 力学に出てくる物理量・物理定数の次元．
物理量 記号 次元
質量 m M

変位，長さ x, s, ℓ L

時間 t T

速度 v LT−1

加速度 a LT−2

力 F MLT−2

運動量 mv, p MLT−1

エネルギー，仕事 E,
∫
Fdx ML2T−2

力積 ∫
Fdt MLT−1

トルク N ML2T−2

バネ定数 k MT−2

密度 ρ ML−3

圧力 P ML−1T−2

角度，位相 θ 1

角速度，角振動数 ω T−1

周期 T = 2π
ω T

振動数 f, ν = 1
T T−1

振幅 A L

光速 c LT−1

万有引力定数 G M−1L3T−2

重力加速度 g = GM⊕
R2

⊕
LT−2

プランク定数 h ML2T−1

M⊕, R⊕ は地球の質量と半径．

次元解析で検算を
全ての項は同じ次元をもつことの例として，等加速度 α

で運動する質点の位置 xに関する次の公式を見てみよう．

x = x0 + v0t+
1

2
αt2 (24)

ここで，x0 は初期位置，v0 は初速度である．右辺の 3つ
の項の次元を調べると

[x0] = L (25)

[v0t] = LT−1 · T = L (26)[
1

2
αt2

]
= LT−2 · T 2 = L (27)

全て長さの次元を持つ．
例えば，(24)の右辺において最後の項が 1

2αtとなってい
たら，その項の次元は Lにならないので，計算ミスしてい
ることを発見できる．基本的に，次元が合っていても計算
が正しいとは言えないが，次元が間違っていれば，その式
は絶対に間違っている（次元が合っていることは式が正し
いことの必要条件）ので，各項の次元が同じかどうかを調
べることは強力な検算となる．
速度に比例する抵抗力（F = −kẋ）を受ける質点の速

度は

v(t) = v0e
− k

m t (28)

となることを前の論文（宮本，2020）で見た．指数関数 ex

の指数 xは定義からして必ず無次元の数である．何故なら，
もともと指数関数 ax というのは，a1, a2, a3, · · · という a

の自然数冪を実数 xに拡張したものだからである．同様に，
三角関数 sinxの xは角度だから無次元である．
したがって，(28)右辺の指数部分 − k

m tは無次元でなけ
ればならない．これを確かめよう．まず，

[k] =

[ 力
速さ

]
=

MLT−2

LT−1
= MT−1 (29)

である．これを用いれば
[
− k

m
t

]
=

[k][t]

[m]
=

MT−1 · T
M

= 1 (30)

となり，指数部分は実際に無次元であることが確かめられた．
もし，(28)において指数関数の部分が e−t, e−kt, e−t/mな

どとなっていたら指数が次元をもつからその答えは絶対に
間違っている．

次元解析で計算せずに結果を予想
次元解析を用いれば，計算をしないで大凡の結果を知る

ことができる．例を見ていこう．
【単振り子の周期】
周期（period）を P とすると，P は，おもりの質量m，
重力加速度 g，ひもの長さ ℓの関数となるはずだから無次
元の定数倍を除いて

P = mxgyℓz (31)

と書けるはずである（x, y, z は無次元の定数）．右辺の次
元を調べる．

[mxgyℓz] = [m]x[g]y[ℓ]z

= Mx · (LT−2)y · Lz

= MxLy+zT−2y (32)

周期は時間の次元 T を持つから

MxLy+zT−2y = T (33)

が成立していなくてはならない．M,L, T の指数部分を比
較することで，次のような連立方程式を得る．

x = 0, y + z = 0, −2y = 1 (34)

この連立方程式を解けば

x = 0, y = −1

2
, z =

1

2
(35)

よって，周期は定数倍の自由度を除いて

P = m0g−
1
2 ℓ

1
2 =

√
ℓ

g
(36)

となることがわかった．
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【質量とエネルギーの等価性】
アインシュタインは特殊相対論（内山，1977）において，

「世界で一番有名な式」E = mc2 を導いた．ここでは，物
質はその質量mと光速 cで決定されるエネルギーをもって
いると仮定して，そのエネルギーを次元解析によって決定
してみよう．

E = mxcy (37)

と仮定すると

[E] = [mxcy] = Mx · (LT−1)y

= MxLyT−y = ML2T−2 (38)

よって，連立方程式

x = 1, y = 2, −y = −2 (39)

を得る．これを解けば

x = 1, y = 2 (40)

したがって

E = mc2 (41)

を得る．
特殊相対論における質点の運動方程式（ma = F の相対

論バージョン）によれば，速さ vで運動する粒子は

E =
mc2√
1− ( vc )

2
≃ mc2 +

1

2
mv2 + · · · (42)

のエネルギーを持っている．ただし，最後の等式では v/c

が十分小さいとして近似を用いた．
【水素原子の半径】
原子のような極小の粒子を記述する量子力学（砂川，

1991）では，プランク定数 h（[h] = ML2T−1）が重要な
役割を果たすことが知られている．水素原子を構成する陽
子と電子は半径の二乗に反比例する力

F =
A

r2
(43)

を及ぼし合っている．ここで Aは，k0をクーロン定数，e

を素電荷として，A = k0e
2で与えられる定数である（小宮

山ら，2015）．
水素原子の半径 rは電子の質量mと A, hで決定される
として，水素原子の半径 rを次元解析によって求めよう．

r = mxAyhz (44)

とすると

L = [r] = [mxAyhz]

= Mx(MLT−2 · L2)y(ML2T−1)z

= Mx+y+zL3y+2zT−2y−z (45)

よって，次の連立方程式を得る．
x+ y + z = 0 (46)

3y + 2z = 1 (47)

−2y − z = 0 (48)

これを解いて
x = −1, y = −1, z = 2 (49)

となるから

r =
h2

Am
(50)

量子力学における運動方程式であるシュレディンガー方
程式 (9)を解けば

r =
h2

4πAm
≃ 10−11m (51)

となるが，次元解析によって定数倍 1
4π を除いて正しい答

えが得られた．
【ブラックホールの半径】
アインシュタインは簡単な思考実験から重力は光を曲げ

るという結論に至った．すると，光さえも脱出することを
許さない強い重力をもつブラックホール天体の存在が示唆
される（内山，1977）．ブラックホールの半径Rは，ブラッ
クホールの質量mと定数 c,Gに依存するとして次元解析
から Rを決定しよう．

R = cxGymz (52)

とおくと
L = [R] = [cxGymz]

= (LT−1)x(M−1L3T−2)yMz

= M−y+zLx+3yT−x−2y (53)

より，連立方程式
−y + z = 0 (54)

x+ 3y = 1 (55)

−x− 2y = 0 (56)

を得る．これを解くと
x = −2, y = 1, z = 1 (57)

となるので

R =
Gm

c2
(58)

実際に，ブラックホールの運動方程式であるアインシュ
タイン方程式 (10)を解くと（内山，1977）

R =
2Gm

c2
(59)

が導かれるので，定数倍 2を除いて次元解析により正しい
答えが得られたことになる．mとして太陽の質量M⊙をと
ると R ≃ 3kmとなる．これは太陽の半径が 3kmまで縮ま
ればブラックホールになることを表している．
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演習問題
問題 3.1

質量 mの質点がバネ定数 k のバネに繋がれ振動するとき
の周期を次元解析から求めよ．
【解答】
周期を

P = mxky (60)

とおくと，これが時間の次元をもたなければならないから

[mxky] = Mx ·
(
MLT−2

L

)y

= Mx+yT−2y = T (61)

指数部分を比較することで，次のような連立方程式を得る．

x+ y = 0, −2y = 1 (62)

この連立方程式を解けば

x =
1

2
, y = −1

2
(63)

よって

P =

√
m

k
(64)

�

問題 3.2

質量mの質点を上空から落下させる．質点が速さに比例す
る抵抗と重力を受けながら運動するとき，t → +∞におけ
る速度（終端速度）を次元解析から求めよ．ただし，抵抗
力の比例定数を kとする．
【解答】
終端速度を

v∞ = mxgykz (65)

とおくと，v∞ の次元が LT−1 である必要があるので

LT−1 = [v∞]

= [mxgykz] = Mx(LT−2)y
(
MLT−2

LT−1

)z

= Mx+zLyT−2y−z (66)

指数を比較して

x+ z = 0, y = 1, −2y − z = −1 (67)

この連立方程式を解くと

x = 1, y = 1, z = −1 (68)

したがって

v∞ =
mg

k
(69)

これは，係数を含めて正しい（宮本，2020）．
�

結び

筆者が秀才でなかったからかも知れないが，運動方程式
が微分方程式であるということや，次元解析の考え方を知っ
たときの感動を今だに忘れることができない．そして，そ
れらを高校生・大学新入生に伝えれば必ず感動を与えられ
ると考えている．
事実，筆者の同業者（理論物理学者）には，高校生のと

き，課外授業で物理の先生が微分積分を使った物理を教え
てくれ，それが切っ掛けで物理の面白さに目覚め，物理学
者を目指したという人が複数いる．つまり，ある程度の学
力・意欲をもつ高校生ならば，それらを理解し，強烈な感
動を味わうことが出来るのである．
秋田県には，高い学力と意欲を持ちながらも，決して恵

まれているとは言えない教育環境に身を置く者が沢山いる．
今後も，数学や物理学に関して効果的な高大接続授業の研
究が望まれる．
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注

11996 年までは高校数学（現在の「数学 III」（大矢ほか，
2016） ）に微分方程式の単元があったことは注目に値する．

2 対象とする系の量子論的性質を考慮していない物理学を古典
物理と呼ぶ．その点を強調したいとき力学を古典力学という．こ
こで紹介する物理学分野は，量子力学以外は全て古典物理である．

3 大学ではベクトルを矢印 a⃗ ではなく，太字 a で表す．
4 クレイ数学研究所のウェブサイトに正式な問題の記述

が 掲 載 さ れ て い る：http://www.claymath.org/millennium-
problems/navier-stokes-equation
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